
CHUYÊN Đ  1Ề
PH NG TRÌNH L NG GIÁCƯƠ ƯỢ

A. CÔNG TH C L NG GIÁC  C N NHỨ ƯỢ Ầ Ớ
I. M t s  công th c l ng giác c n nhộ ố ứ ượ ầ ớ

1) 2 2 2 2

2 2

1 1
sin x  cos x  1;1 tan ;1 cot .

cos sin
x x

x x
+ = + = + =

2)
sin cos 1

tanx ;cot x ; tan
cos sin cot

x x
x

x x x
= = = .

3) Công th c c ng:  ứ ộ
sin( ) sin cos cos

cos( ) cos cos sin sin

a b a b asinb

a b a b a b

± = ±
± = m

4) Công th c nhân đôi: ứ sin2x = 2sinxcosx
cos2x = cos2x – sin2x = 2 cos2x – 1 = 1 - 2 sin2x

5) Công th c h  b c:ứ ạ ậ

2 21 cos 2 1 cos 2
cos ;sin

2 2

x x
x x

+ −= =

6) Công th c nhân ba:ứ
Sin3x = 3sinx – 4sin3x; cos3x = 4cos3x – 3cosx.

7) Công th c bi u di n theo tanx:ứ ể ễ
2

2 2 2

2 tan 1 tan 2 tan
sin 2 ;cos 2 ; tan 2

1 tan 1 tan 1 tan

x x x
x x x

x x x

−= = =
+ + −

.

8) Công th c bi n đ i tích thành t ng:ứ ế ổ ổ

( )

( )

( )

1
cos cos cos( ) cos( )

2
1

sin sin cos( ) cos( )
2
1

sin cos sin( ) sin( )
2

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

= − + +

= − − +

= − + +

9) Công th c bi n đ i t ng thành tích:ứ ế ổ ổ

sin sin 2sin cos
2 2

sin sin 2cos sin
2 2

cos cos 2cos cos
2 2

cos cos 2sin sin
2 2

x y x y
x y

x y x y
x y

x y x y
x y

x y x y
x y

+ −+ =

+ −− =

+ −+ =

+ −− = −
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B. M T S  D NG BÀI T P VÊ PH NG TRÌNH L NG GIÁC Ộ Ố Ạ Ậ ƯƠ ƯỢ
D ng 1. Ph ng trình b c hai.ạ ươ ậ
Bài 1. Gi i các ph ng trình sau:ả ươ

1) 2cosx - 2  = 0 2) 3 tanx – 3 = 0

3) 3cot2x + 3  = 0 4) 2 sin3x – 1 = 0

5) 2 cosx + sin2x = 0
Bài 2. Gi i các ph n trình sau:ả ươ

1) 2cos2x – 3cosx + 1 = 0 2) cos2x + sinx + 1 = 0
3) 2cos2x + 2 cosx – 2 = 0 4) cos2x – 5sinx + 6 = 0

5) cos2x + 3cosx + 4 = 0 6) 4cos2x - 4 3 cosx + 3 = 0 

7) 2sin2x – cosx + 
7

2
 = 0 8) 2sin2x – 7sinx + 3 = 0 

9) 2sin2x + 5cosx = 5.
Bài 3. Gi i các ph ng trình:ả ươ

1) 2sin2x - cos2x  - 4sinx + 2 = 0 3) 9cos2x - 5sin2x - 5cosx + 4 = 0
3)   5sinx(sinx - 1) - cos2x = 3 4) cos2x + sin2x + 2cosx + 1 = 0
5) 3cos2x + 2(1 + 2  + sinx)sinx – (3 + 2 ) = 0

6) tan2x + ( 3  - 1)tanx – 3  = 0 7) 
3

3cot 3
2sin

x
x

= +

8) 
2 24sin 2 6sin 9 3cos2

0
cos

x x x

x

+ − − =

9)  
cos (cos 2sin ) 3sin (sin 2)

1
sin 2 1

x x x x x

x

+ + + =
−

.

D ng 2. Ph ng trình b c nh t đ i v i sinx và cosxạ ươ ậ ấ ố ớ
Bài 1. Gi i các ph ng trình sau:ả ươ

1)  4sinx – 3cosx = 2 2)  sinx - 3 cosx = 1

3) 3 sin3x + cos3x = 1 4)  sin4x + 3 cos4x = 2
5) 5cos2x – 12cos2x = 13 6) 3sinx + 4cosx = 5

Bài 2. Gi i các ph ng trình:ả ươ
1) 3 cos3 sin3 2x x+ =   2) 33sin3 3 cos9 1 4sin 3x x x− = +       

3)cos7 cos5 3sin 2 1 sin 7 sin5x x x x x− = −  4) cos7 3sin 7 2x x− = −
5)  2 2(sin cos )cos 3 cos2x x x x+ = +

D ng 3. Ph ng trình đ ng c p b c hai đ i v i sin và côsin.ạ ươ ẳ ấ ậ ố ớ
1)  sin2x + 2sinxcosx + 3cos2x - 3 = 0 2)  sin2x – 3sinxcosx + 1 = 0.

3)  4 3 sinxcosx + 4cos2x = 2sin2x + 
5

2
.

4)  
523sin (3 ) 2sin( )cos( )
2 2

x x x
π π

π − + + +
325sin ( ) 0
2

x
π

− + = .

5) a) 
1

3 sin cos
cos

x x
x

+ = ; b) 
1

4sin 6cos
cos

x x
x

+ = .

6)  cos2x – 3sinxcosx – 2sin2x – 1 = 0 7)  6sin2x + sinxcosx – cos2x = 2.
8)  sin2x + 2sinxcosx - 2cos2x = 0 9)  4sin2x + sinxcosx + 3cos2x - 3 = 0.

10) 2 2sin x - 4 3sinxcosx  5cos x = 5+ .
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D ng 4. Ph ng trình đ i x ng đ i v i sinx và cosx:ạ ươ ố ứ ố ớ
Bài 1. Gi i các ph ng trình sau:ả ươ

1)  (2 2)+ (sinx + cosx) – 2sinxcosx = 2 2  + 1
2)  6(sinx – cosx) – sinxcosx = 6
3)  3(sinx + cosx) + 2sinxcosx + 3 = 0
4) sinx – cosx + 4sinxcosx + 1 = 0
5) sin2x – 12(sinx – cosx) + 12 = 0

Bài 2. Gi i các ph ng trình:ả ươ
1) 2 (sinx + cosx) - sinxcosx = 1.

2) (1 – sinxcosx)(sinx + cosx) = 
2

2 .

3)  
1 1 10

cos sin
cos sin 3

x x
x x

+ + + = .

4) sin3x + cos3x = 
2

2 .

5) sinx – cosx + 7sin2x = 1.
6) (1 2)(sin cos ) 2sin cos 1 2x x x x+ − + = + .

7) sin 2 2 sin( ) 1
4

x x
π+ − = .

8) sin cos 4sin 2 1x x x− + = .
9) 1 + tgx = 2 2 sinx.
10)  sinxcosx + 2sinx + 2cosx = 2.
11)  2sin2x – 2(sinx + cosx) +1 = 0.
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C. BÀI T P T  LUY NẬ Ự Ệ
Bài 1. Gi i các ph ng trình sau:ả ươ

1)    sin3x = 
1

2
  11)   sin(2x - 3) = sin(x + 1)

2)    cos2x = - 2

2
 12)   tan(3x + 2) + cot2x = 0

3)    tan(x + 60o) = - 3  13)   sin3x = cos4x

4)    cot 5
7

x
π −  

 = 
1

3
14)   tan3x.tanx = 1

5)    sin2x = sin 3
4

x
π +  

15)   sin(2x + 50o) = cos(x + 120o)

6)    tan 2
3

x
π +  

 = tan 3
6

x
π −  

 16)   3  - 2sin2x = 0

7)    cos(3x + 20o) = sin(40o - x) 17)   2cos
3 4

x π +  
 - 3  = 0

8)    tan
4

x
π +  

 = - cot 2
3

x
π −  

18)   3tan
2

20
3

ox −  
 + 3  = 0

9)   sin(2x - 10o) = 
1

2
 v i -120ớ o < x < 90o 19)   2sinx - 2 sin2x = 0

10)   cos(2x + 1) = 2

2
 v i - ớ π < x < π 20)   8cos3x - 1 = 0

Bài 2. Gi i các ph ng trình:ả ươ

1)   sin2x = 
1

2
 11)   sin2x + sin22x = sin23x

2)   cos23x = 1 12)   sin ( )2cos 2
4

x x
π − +  

tan2x = 0

3)   sin4x + cos4x = 
1

2
13)   (2sinx + 1)2 - (2sinx + 1)(sinx - 

3

2
) = 0

4)   sinx + cosx = 1 14)   sinx + sin2x + sin3x = 0 
5)   cosx.cos3x = cos5x.cos7x 15)   cosx + cos2x + cos3x + cos4x = 0
6)   cos2x.cos5x = cos7x 16)   1 + sinx + cos3x = cosx + sin2x + 

cos2x
7)   sin3x.cos7x = sin13x.cos17x 17)   cos7x + sin22x = cos22x - cosx
8)   sin4x.sin3x = cosx 18)   sinx + sin2x + sin3x = 1 + cosx + cos2x
9)   1 + 2cosx + cos2x = 0 19)   sin3x.sin5x = sin11x.sin13x

10) cosx + cos2x + cos3x = 0 20)   cosx - cos2x + cos3x = 
1

2
 Bài 3. Gi i các ph ng trình:ả ươ

1)   2sin2x - 3sinx + 1 = 0 2)   4sin2x + 4cosx - 1 = 0
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3)   tan 2
6

x
π +  

 + 2cot 2
6

x
π +  

 - 3 = 0          4) 

2

2
 + (3 - 3)cot2x - 3 - 3 = 0 

sin 2x
5)   cot2x - 4cotx + 3 = 0 6)   cos22x + sin2x + 1 = 0 

7)   sin22x - 2cos2x + 
3

4
 = 0 8)   4cos2x - 2( 3  - 1)cosx + 3  = 0

9)   tan4x + 4tan2x + 3 = 0 10)   cos2x + 9cosx + 5 = 0 

11)   2

1

cos x
 + 3cot2x = 5

Bài 5. Gi i các ph ng trình sau:ả ươ

1)   3sinx + 4cosx = 5 2)   2sin2x - 2cos2x = 2

3)   2sin
4

x
π +  

 + sin
4

x
π −  

 = 
3 2

2

4)   
2

3cos  + 4sinx +  = 3
3cos  + 4sinx - 6

x
x

5)   2sin17x + 3 cos5x + sin5x = 0 

6)   cos7x - sin5x = 3 (cos5x - sin7x)

7)   4sinx + 2 cosx = 2 + 3tanx
Bài 6. Gi i các ph ng trình:ả ươ

1)  2(sinx + cosx) - 4sinxcosx - 1 = 0 2)  sin2x - 12(sinx + cosx) + 12 = 0
3)  sinx - cosx + 4sinxcosx  + 1 = 0 4)  cos3x + sin3x = 1

5)  3(sinx + cosx) + 2sin2x + 2 = 0 6)  sin2x - 3 3 (sinx + cosx) + 5 = 0 

7)  2(sinx - cosx) + sin2x + 5 = 0                    8)  sin2x + 2 sin(x - 45o) = 1

9)  2sin2x + 3 | sinx + cosx|  + 8 = 0 

10)  (sinx - cosx)2  + ( 2  + 1)(sinx - cosx) + 2  = 0 

Bài 7. Gi i các ph ng trìnhả ươ
1)  sin2x - 10sinxcosx + 21cos2x = 0 2)  cos2x - 3sinxcosx + 1 = 0 

3)  cos2x - sin2x - 3 sin2x = 1

4)  3sin2x + 8sinxcosx + (8 3  - 9)cos2x = 0 

5)  4sin2x + 3 3 sin2x - 2cos2x = 4

6)  2sin2x + (3 + 3 )sinxcosx + ( 3  - 1)cos2x = 1

7)  2sin2x - 3sinxcosx + cos2x = 0 8)  cos22x - 7sin4x + 3sin22x = 3
Bài 8. Gi i các ph ng trìnhả ươ

1)  4cos2x - 2( 3  + 1)cosx + 3  = 0 2)  tan2x + (1 - 3 )tanx - 3 = 0

3)  cos2x + 9cosx + 5 = 0 4)  sin22x - 2cos2x + 
3

4
 = 0

5)  2cos6x + tan3x = 1 6)  2

1

cos x
  + 3cot2x = 5
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Bài 9. Gi i các ph ng trìnhả ươ
1)  sin2x + sin2xsin4x + sin3xsin9x = 1
2)  cos2x - sin2xsin4x - cos3xcos9x = 1
3)  cos2x + 2sinxsin2x = 2cosx
4)  cos5xcosx = cos4xcos2x + 3cos2x + 1
5)  cos4x + sin3xcosx = sinxcos3x

6)  sin(4x + 
π

4
)sin6x = sin(10x + 

π

4
)

7)  (1 + tan2)(1 + sin2x) = 1

8)  tan(
2π

3
 - x) + tan(

π

3
 - x) + tan2x = 0

Bài 10. Gi i các ph ng trìnhả ươ

1)  (1 - cos2x)sin2x = 3 sin2x

2)  sin4x - cos4x = cosx

3)  
1 1π 1 - cotx

 + cos(x - ) = 
1 + cosx 4 2(1 + cotx)2

4)  1 - (2 + 2 )sinx = 
2

2 2

1 + cot x

−

5)  tan2x = 
1 - cosx

1 - sinx

6)  2(sin3x + cos3x) + sin2x(sinx + cosx) = 2  

7)  cosx(1 - tanx)(sinx + cosx) = sinx
8)  (1 + tanx)(1 + sin2x) = 1 + tanx
9) (2sinx - cosx)(1 + cosx) = sin2x 
Bài 10. Gi i các ph ng trìnhả ươ

1)  sinx + cosx - 
sin2x

3
 - 1 = 0 

2)  (1 + 2 )(sinx + cosx) - sin2x - ( 1 + 2 ) = 0

3)  tanx + tan2x = tan3x

4) 
1  cosx sinx

 = 
x 1 - cosxcos
2

+
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D. M T S  BÀI THI Đ I H C VÊ PH NG TRÌNH L NG GIÁCỘ Ố Ạ Ọ ƯƠ ƯỢ
Bài 1. Gi i các ph ng trìnhả ươ

1)  (1 + tanx)cos3x + (1 + cotx)sin3x = 2sin2x
2) tan2x - tanxtan3x = 2
3) 25 - 3sin x - 4cosx  = 1 - 2cosx
4) cos3xtan5x = sin7x
5) tanx + cotx = 4

6) 
sin 2

1 + sinx

x
 + 2cosx = 0

7) 2tanx + cotx = 
2

3 + 
sin2x

8) tanx + cotx = 2(sin2x + cos2x)
9) 2sin3x(1 - 4sin2x) = 1

10) 
2 2cot x - tan x

 = 16(1 + cos4x)
cos2x

11) cosx.cos2x.cos4x.cos8x = 
1

16
12) cos10x + cos24x + 6cos3xcosx = cosx + 8cosxcos23x

13) sin2xcosx = 
1

4
 + cos3xsinx

14) sin6x + cos6x = cos4x

15) sin4x + cos4x = 
7

8
cot(x + 

π

3
)cot(

π

6
 - x)

16) 
sinxcot5x

 = 1
cos9x

17) sin3xcos3x + cos3xsin3x = sin34x

18) 2sin3x - 
1

sinx
 = 2cos3x + 

1

cosx

19) cos3xcos3x + sin3xsin3x = 
2

4

20) 
4 4sin  + cos x 1

 = 
sin 2 2

x

x
(tanx + cotx)

21) 1 + tanx = 2 2 sinx

22) cosx - sinx = 2 cos3x

23) 23sin 2  - 2cos x = 2 2 + 2cos2xx
24) sin3x + cos3x + sin3xcotx + cos3xtanx = 2sin2x
25) (2cosx - 1)(sinx + cosx) = 1

26) 2sin(3x + 
4

π
) = 21 + 8sin2xcos 2x
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Bài 2. Gi i các ph ng trìnhả ươ

1)  sin4
x

3
 
  

 + cos4
x

3
 
  

 = 
5

8
2)  4sin3x + 3cos3x - 3sinx - sin2xcosx = 0
3)  cos3x - sin3x - 3cosxsin2x + sinx = 0 

4)  
2 2

2 2(1 - cosx)  + (1 + cosx) 1 + sinx
 - tan xsinx =  + tan x

4(1 - sinx) 2

5)  sin2x(tanx + 1) = 3sinx(cosx - sinx) + 3

6) cos6x + sin6x = 
7

16
Bài 3. Gi i các ph ng trìnhả ươ

1)  
cos2  + 3cot2x + sin4x

 = 2
cot 2  - cos2x

x

x
2)  

2 24sin 2x + 6sin x - 9 - 3cos2x
 = 0

cosx

3)  
2cosx(2sinx + 3 2) - 2cos x - 1

 = 1
1 + sin2x

4)  sin4x = tanx

5)  cos2x + sin2x 2cosx + 1 = 0 6)  sin3x + 2cos2x - 2 = 0 

7)  cos2x + cos22x + cos23x + cos24x = 
3

2
8)  2 + cos2x + 5sinx = 0 

9) 3(tanx + cotx) = 2(2 + sin2x) 10)  4cos3x + 3 2 sin2x = 8cosx
Bài 4. Gi i ph ng trình l ng giácả ươ ượ

1)  cosx + 3 sinx = 3 - 
3

cosx + 3sinx + 1
2)  3sin3x - 3 cos9x = 1 + 

4sin33x
3)  cos7xcos5x - 3 sin2x = 1 - sin7xsin5x 4)  4sin2x - 3cos2x = 3(4sĩnx - 1) 

5)  4(sin4x + cos4x) + 3 sin4x = 2 6) 4sin3x - 1 = 3sinx - 3 cos3x

7) 3 sin2x + cos2x = 2        8) 2 2 (sinx + cosx)cosx = 3 + 
cos2x
9)  cos2x - 3 sin2x = 1 + sin2x
Bài 5. Gi i các ph ng trình (bi n đ i đ a v  d ng tích)ả ươ ế ổ ư ề ạ

1)   sin3x - 
2

3
sin2x = 2sinxcos2x

2)   sin22x + cos28x = 
1

2
cos10x

3)   (2sinx + 1)(2sin2x - 1) = 3 - 4cos2x

4)   cosxcos
x

2
cos

3x

2
 - sinxsin

x

2
sin

3x

2
 = 

1

2
5)   tanx + tan2x - tan3x = 0 
6)   cos3x + sin3x = sinx - cosx 
7)   (cosx - sinx)cosxsinx = cosxcos2x
8)   (2sinx - 1)(2cos2x + 2sinx + 1) = 3 - 4cos2x
9)   2cos3x + cos2x + sinx = 0 
10)  sin3x - sinx = sin2x
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11)  
cos

1 sin
1 sin

x
x

x
= +

−
12)  sinx + sin2x + sin3x + sin4x + sin5x + sin6x = 0 

13)  cos4 x

2
 - sin4 x

2
 = sin2x

14)  3 - 4cos2x = sinx(2sinx + 1) 
15)  2sin3x + cos2x = sinx

16) sin2x + sin22x + sin23x = 
3

2
17)  cos3x + sin3x = sinx - cosx
18)  sin3x + cos3x = 2(sin5x + cos5x) 
19)  sin2x = cos22x + cos23x
20)  sin23x - sin22x - sin2x = 0 
21)  1 + sinx + cosx = sin2x + cos2x = 0 
22)  2sin3x - sinx = 2cos3x - cosx + cos2x
23)  2sin3x - cos2x + cosx = 0 
24) cosx + cos2x + cos3x + cos4x = 0 
25)  2cos2x = 6 (cosx - sinx)

26)  4cos3x + 3 2 sin2x = 8cosx
27)  sin3x + sin2x = 5sinx

Bài 6. Gi i các ph ng trìnhả ươ

1)  
sin3x - sinx

1 - cos2x
 = cos2x + sin2x     v i  0 < x < 2ớ π

2)  sin(2x + 
5π

2
) - 3cos(x - 

7π

2
) = 1 + 2sinx v i ớ

π

2
 < x < 3π

3)  cos7x - 3 sin7x = - 2  v i ớ
2π 6π

 < x < 
5 7

Bài 7. Tìm gi  tr  l n nh t, giá tr  nh  nh t c a:ả ị ớ ấ ị ỏ ấ ủ
1)  y = 2sin2x + 3sinxcosx + 5cos2x 

2)  y = 
cosx + 2sinx + 3

2cosx - sinx + 4
 trong kho ng ( -ả π ; π)

3) y = 4sin2x + 
π

2sin(2x + )
4

4) y = sinx - cos2x + 
1

2
Bài 8 (Các đ  thi ĐH, CĐ m i). ề ớ

1) A_02. Gi i ph ng trình:     5ả ươ
cos3x + sin3x

sin  + 
1  2sin2x

x 
 + 

 = cos2x + 3

2) D_02. Tìm các nghi m thu c [0; 14] c a ph ng trình:ệ ộ ủ ươ
cos3x - 4cos2x + 3cosx - 4 = 0 

3) A_03. Gi i ph ng trình:     cotx - 1 = ả ươ
cos2x

1 + tanx
 + sin2x - 

1

2
sin2x

4) D_03. Gi i ph ng trình:    sinả ươ 2(
x

2
 - 

π

4
)tan2x - cos2 x

2
 = 0

5) D_04. Gi i ph ng trình:    (2cosx - 1)(sinx + cosx) = sin2x - sinxả ươ
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6) A_05. Gi i ph ng trình:    cosả ươ 23xcos2x - cos2x = 0 

7) D_05. Gi i ph ng tả ươ rình:    cos4x + sin4x + cos(x - 
π

4
)sin(3x - 

π

4
) - 

3

2
 = 0 

8) A_05_d  b 1. Tìm nghi m trên kho ng (0 ; ự ị ệ ả π) c a ph ng trình:ủ ươ

4sin2 x

2
 - 3 cos2x = 1 + 2cos2(x - 

3π

4
)

9) A_05_d  b  2. ự ị Gi i pt:        ả 2 2 cos3( x - 
π

4
) - 3cosx - sinx = 0 

10) D_05_d  b  1. Gi i pt: ự ị ả tan(
3π

2
 - x) + 

sin

1 cos

x

x+
 = 2

11) D_05_d  b  2. Gi i pt:ự ị ả sin2x + cos2x - 3sinx - cosx - 2 = 0 

12) A_06_d  b  1. Gi i pt: ự ị ả cos3xcos3x - sin3xsin3x = 
2 + 3 2

8
13) A_06_d  b  2. Gi i pt: ự ị ả 4sin3x + 4sin2x + 3sin2x + 6cosx = 0 
14) B_06_d  b  1. Gi i pt: ự ị ả (2sin2x - 1)tan22x + 3(2cos2x - 1) = 0 
15) B_06_d  b  2. Gi i pt: ự ị ả cos2x + (1 + 2cosx)(sinx - cosx) = 0
16) D_06_d  b  1. Gi i pt: ự ị ả cos3x + sin3x + 2sin2x = 1
17) D_06. Gi i pt:ả cos3x + cos2x - cosx - 1 = 0 
18) A_07. Gi i ph ng trình: ả ươ (1 + sin2x)cosx + (1 + cos2x)sinx = 1 + sin2x
19) B_07. Gi i ph ng trình: ả ươ 2sin22x + sin7x - 1 = sinx

21) D_07. Gi i ph ng trình: ả ươ (sin2 
x

2
 + cos2 x

2
)2 + 3 cosx = 2

22) CĐ_07. Gi i ph ng trình: ả ươ 2sin2(
π

4
 - 2x) + 3 cos4x = 4cos2x - 1

23) A_08. Gi i ph ng trình: ả ươ
1 1 7π

 +  = 4sin  - x
3πsinx 4sin x - 
2

 
    

  
24) B_08. Gi i ph ng trình: ả ươ sin3x - 3 cos3x = sinxcos2x - 3 sin2xcosx
25) D_08. Gi i ph ng trình: ả ươ 2sinx(1 + cos2x)  + sin2x = 1 + 2cosx
26) CĐ_08. Gi i pt:ả sin3x - 3 cos3x = 2sin2x
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CHUYÊN Đ  2Ề
Đ I S  T  H PẠ Ố Ổ Ợ

A. M T S  D NG TOÁN TH NG G PỘ Ố Ạ ƯỜ Ặ
I) QUY T C C NG VÀ QUY T C NHÂN:Ắ Ộ Ắ
Bài 1  :   V i các ch  s  1, 2, 3, 4, 5 có th  l p đ c bao nhiêu:ớ ữ ố ể ậ ượ

1) S  l  g m 4 ch  s  khác nhau?ố ẻ ồ ữ ố
2) S  ch n g m 4 ch  s  b t kỳ?   ố ẵ ồ ữ ố ấ

Bài 2  :   Có 4 con đ ng n i li n đi m A và đi m B, có 3 con đ ng n i li n đi mườ ố ề ể ể ườ ố ề ể  
B và đi m C. Ta mu n đi t  A đ n C qua B, r i t  C tr  v  A cũng đi qua B. H iể ố ừ ế ồ ừ ở ề ỏ  
có bao nhiêu cách ch n l  trình đi và v  n u ta không mu n dùng đ ng đi làmọ ộ ề ế ố ườ  
đ ng v  trên c  hai ch ng AB và BC?    ườ ề ả ặ
Bài 3  :   Có 5 mi ng bìa, trên m i mi ng ghi m t trong 5 ch  s  0, 1, 2, 3, 4. L y 3ế ỗ ế ộ ữ ố ấ  
mi ng bìa này đ t l n l t c nh nhau t  trái sang ph i đ  đ c các s  g m 3 chế ặ ầ ượ ạ ừ ả ể ượ ố ồ ữ 
s . H i có th  l p đ c bao nhiêu s  có nghĩa g m 3 ch  s  và trong đó có baoố ỏ ể ậ ượ ố ồ ữ ố  
nhiêu s  ch n?    ố ẵ
Bài 4  :   Cho 8 ch  s  0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. T  8 ch  s  trên có th  l p đ c baoữ ố ừ ữ ố ể ậ ượ  
nhiêu s , m i s  g m 4 ch  s  đôi m t khác nhau và không chia h t cho 10.    ố ỗ ố ồ ữ ố ộ ế
Bài 5  :   M t ng i có 6 cái áo, trong đó có 3 áo s c và 3 áo tr ng; có 5 qu n, trongộ ườ ọ ắ ầ  
đó có 2 qu n đen; và có 3 đôi giày, trong đó có 2 đôi gi y đen. H i ng i đó có baoầ ầ ỏ ườ  
nhiêu cách ch n m c áo - qu n - giày, n u:ọ ặ ầ ế

1) Ch n áo, qu n và giày nào cũng đ c.ọ ầ ượ
2) N u ch n áo s c thì v i qu n nào và giày nào cũng đ c; còn n u ch nế ọ ọ ớ ầ ượ ế ọ  

áo tr ng thì ch  m c v i qu n đen và đi giày đen.    ắ ỉ ặ ớ ầ
II) HOÁN V  - CH NH H PỊ Ỉ Ợ   - T  H P:Ổ Ợ  

Bài 1: Có n ng i b n ng i quanh m t bàn tròn (n > 3). H i có bao nhiêu cách s pườ ạ ồ ộ ỏ ắ  
x p sao cho:ế
  1) Có 2 ng i n đ nh tr c ng i c nh nhau.ườ ấ ị ướ ồ ạ
  2) 3 ng i n đ nh tr c ng i c nh nhau theo m t th  t  nh t đ nh    ườ ấ ị ướ ồ ạ ộ ứ ự ấ ị
Bài 2:  M t đ i xây d ng g m 10 công nhân và 3 k  s . Đ  l p m t t  công tácộ ộ ự ồ ỹ ư ể ậ ộ ổ  
c n ch n 1 k  s  làm t  tr ng, 1 công nhân làm t  phó và 5 công nhân làm tầ ọ ỹ ư ổ ưở ổ ổ 
viên. H i có bao nhiêu cách l p t  công tác.   ỏ ậ ổ
Bài 3: Trong m t l p h c có 30 h c sinh nam, 20 h c sinh n . L p h c có 10 bàn,ộ ớ ọ ọ ọ ữ ớ ọ  
m i bàn có 5 gh . H i có bao nhiêu cách s p x p ch  ng i n u:ỗ ế ỏ ắ ế ỗ ồ ế
   a) Các h c sinh ng i tuỳ ý.ọ ồ
   b) Các h c sinh ng i nam cùng 1 bàn, các h c sinh n  ng i cùng 1 bàn    ọ ồ ọ ữ ồ
Bài 4: V i các s : 0, 1, 2, …, 9 l p đ c bao nhiêu s  l  có 7 ch  s .       ớ ố ậ ượ ố ẻ ữ ố
Bài 5: T  hai ch  s  1; 2 l p đ c bao nhiêu s  có 10 ch  s  trong đó có m t ítừ ữ ố ậ ượ ố ữ ố ặ  
nh t 3 ch  s  1 và ít nh t 3 ch  s  2.    ấ ữ ố ấ ữ ố

 11 



Bài 6: Tìm t ng t t c  các s  có 5 ch  s  khác nhau đ c vi t t  các ch  s : 1, 2, 3, 4 , 5ổ ấ ả ố ữ ố ượ ế ừ ữ ố  

Bài 7  :   Trong m t phòng có hai bàn dài, m i bàn có 5 gh . Ng i ta mu n x p chộ ỗ ế ườ ố ế ỗ 
ng i cho 10 h c sinh g m 5 nam và 5 n . H i có bao nhiêu cách x p ch  ng i n u:ồ ọ ồ ữ ỏ ế ỗ ồ ế
  1) Các h c sinh ng i tuỳ ý.ọ ồ
  2) Các h c sinh nam ng i m t bàn và các h c sinh n  ng i m t bàn.    ọ ồ ộ ọ ữ ồ ộ
Bài 8: V i các ch  s  0, 1, 2, 3, 6, 9 có th  thành l p đ c bao nhiêu s  chia h tớ ữ ố ể ậ ượ ố ế  
cho 3 và g m 5 ch  s  khác nhau       ồ ữ ố
Bài 9: T  các ch  cái c a câu: "TR NG THPT LÝ TH NG KI T" có baoừ ữ ủ ƯỜ ƯỜ Ệ  
nhiêu cách x p m t t  (ế ộ ừ t  không c n có nghĩa hay khôngừ ầ ) có 6 ch  cái mà trong tữ ừ 
đó ch  "T" có m t đúng 3 l n, các ch  khác đôi m t khác nhau và trong t  đóữ ặ ầ ữ ộ ừ  
không có ch  "Ê"    ữ
Bài 10: Cho A là m t t p h p có 20 ph n t .ộ ậ ợ ầ ử
    a) Có bao nhiêu t p h p con c a A?ậ ợ ủ
    b) Có bao nhiêu t p h p con khác r ng c a A mà có s  ph n t  là s  ch n?        ậ ợ ỗ ủ ố ầ ử ố ẵ
Bài 11: 1) Có bao nhiêu s  ch n có ba ch  s  khác nhau đ c t o thành t  các chố ẵ ữ ố ượ ạ ừ ữ 
s  1, 2, 3, 4, 5, 6?ố
  2) Có bao nhiêu s  có ba ch  s  khác nhau đ c t o thành t  các ch  s  1, 2,ố ữ ố ượ ạ ừ ữ ố  
3, 4, 5, 6 nà các s  đó nh  h n s  345?          ố ỏ ơ ố
Bài 12  :   T  các ch  s  1, 2, 3, 4, 5, 6 thi t l p t t c  các s  có 6 ch  s  khác nhau.ừ ữ ố ế ậ ấ ả ố ữ ố  
H i trong các s  đã thi t l p đ c, có bao nhiêu s  mà hai ch  s  1 và 6 khôngỏ ố ế ậ ượ ố ữ ố  
đ ng c nh nhau?     ứ ạ
Bài 13  :   M t tr ng ti u h c có 50 h c sinh đ t danh hi u cháu ngoan Bác H ,ộ ườ ể ọ ọ ạ ệ ồ  
trong đó có 4 c p anh em sinh đôi. C n ch n m t nhóm 3 h c sinh trong s  50 h cặ ầ ọ ộ ọ ố ọ  
sinh trên đi d  Đ i h i cháu ngoan Bác H , sao cho trong nhóm không có c p anhự ạ ộ ồ ặ  
em sinh đôi nào. H i có bao nhiêu cách ch n.     ỏ ọ
Bài 14: V i các ch  s  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 có th  l p đ c bao nhiêu s  có baớ ữ ố ể ậ ượ ố  
ch  s  khác nhau và không l n h n 789?       ữ ố ớ ơ
Bài 15: 1) Cho các ch  s  0, 1, 2, 3, 4. H i có th  thành l p đ c bao nhiêu s  cóữ ố ỏ ể ậ ượ ố  
bãy ch  s  t  nh ng ch  s  trên, trong đó ch  s  4 có m t đúng ba l n, còn cácữ ố ừ ữ ữ ố ữ ố ặ ầ  
ch  s  khác có m t đúng m t l n.ữ ố ặ ộ ầ
  2) Trong s  16 h c sinh có 3 h c sinh gi i, 5 khá, 8 trung bình. Có bao nhiêuố ọ ọ ỏ  
cách chia s  h c sinh đó thành 2 t , m i t  8 ng i sao cho  m i t  đ u có h cố ọ ổ ỗ ổ ườ ở ỗ ổ ề ọ  
sinh gi i và m i t  có ít nh t hai h c sinh khá.          ỏ ỗ ổ ấ ọ

Bài 16: S  nguyên d ng n đ c vi t d i d ng: n = ố ươ ượ ế ướ ạ δγβα 7532 ...
  Trong đó α, β , γ , δ  là các s  t  nhiênố ự
 1) H i s  các c s  c a n là bao nhiêu?ỏ ố ướ ố ủ
 2) Áp d ng: Tính s  các c s  c a 35280.       ụ ố ướ ố ủ

 12 



III) TOÁN V  CÁC S  Ề Ố nP , k
nA , k

nC :

Bài 1: Gi i b t ph ng trình: ả ấ ươ
3

4
1

3
1

14
1
PA

C

n

n
n <

+

−
−       

Bài 2: Tìm các s  âm trong dãy s  xố ố 1, x2, …, xn, … v i: xớ n = 
nn

n

PP
A

4
143

2

4
4 −

+

+     

Bài 3: Cho k, n là các s  nguyên và 4 ố ≤  k ≤  n; Ch ng minh:ứ
k
n

k
n

k
n

k
n

k
n

k
n CCCCCC 4

4321 464 +
−−−− =++++      

Bài 4: Cho n ≥  2 là s  nguyên. Ch ng minh: Pố ứ n = 1 + P1 + 2P2 + 3P3 + … + (n - 1)Pn 

- 1    
Bài 5: Cho k và n là các s  nguyên d ng sao cho k < n. Ch ng minh r ng: ố ươ ứ ằ

1
1

11
2

1
1

−
−

−−
−

−
− ++++= k

k
k
k

k
n

k
n

k
n CC...CCC     

VI) NH  TH C NEWTON:Ị Ứ

Bài 1: Ch ng minh r ng: ứ ằ 1332211 433323 −−−− =++++ nn
n

n
n

n
n

n
n .nC.n...C.C.C  

Bài 2: Khai tri n và rút g n các đ n th c đ ng d ng t  bi u th c:ể ọ ơ ứ ồ ạ ừ ể ứ

  ( ) ( ) ( ) 14109 111 x...xx ++++++  ta s  đ c đa th c:P(x) = Aẽ ượ ứ 0 + A1x + A2x2 + … 

+ A14x14

  Hãy xác đ nh h  s  Aị ệ ố 9    

Bài 3: 1) Tính ( )∫ +
1

0

1 dxx n
  (n ∈ N)

  2)  T  k t  qu  đó  ch ng  minh  r ng:ừ ế ả ứ ằ  

1
12

1
1

3
1

2
1

1
1

21

+
−=

+
++++

+

n
C

n
...CC

n
n
nnn        

Bài   4:   Ch ng minh r ng: ứ ằ ( ) ( ) 242 2112312 −−=−+++ nn
nnn .nnCnn...C..C..        

Bài 5: Tính t ng S = ổ ( ) n
n

n
nnnn nC...C.C.C.C 14321 1432 −−++−+−     (n ≥  2)       

Bài 6: Ch ng minh r ng: ứ ằ 1616
16

2
16

141
16

150
16

16 2333 =+−+− C...CCC        

Bài 7: Tìm h  s  c a xệ ố ủ 5 trong khai tri n c a bi u th c sau thành đa th c:ể ủ ể ứ ứ

  f(x) = ( ) ( ) ( ) ( ) 7654 12121212 +++++++ xxxx        

Bài 8: Trong khai tri n c a ể ủ
10

3
2

3
1




 + x  thành đa th c: ứ

  P(x) =  10
10

9
910 xaxa...xaa ++++   Hãy tìm h  s  aệ ố k l n nh t (0 ớ ấ ≤  k ≤  10) 

Bài 9: Tìm s  nguyên d ng n sao cho: ố ươ 243242 210 =++++ n
n

n
nnn C...CCC .       

Bài 10: CMR:   ( )122333 200120002000
2001

20004
2001

42
2001

20
2001 −=++++ C...CCC  
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Bài 11: V i m i n là s  t  nhiên, hãy tính t ng:ớ ỗ ố ự ổ

   1) ( ) n
n

n
nnn C

n
...CCC

1
1

1
3
1

2
1 210

+
−+−+−    

  2) 
nn

nnnnn C
n

...C.C.CC 2
1

1
2

4
1

2
3
1

2
2
1 332210

+
+++++     

Bài 12: Cho đa th c P(x) = (3x - 2)ứ 10

  1) Tìm h  s  c a xệ ố ủ 2 trong khai tri n trên c a P(x)ể ủ
  2) Tính t ng c a các h  s  trong khai tri n trên c a P(x)    ổ ủ ệ ố ể ủ

Bài 13: Bi t t ng t t c  các h  s  c a khai tri n nh  th c: ế ổ ấ ả ệ ố ủ ể ị ứ ( )nx 12 + b ng 1024 hãyằ  

tìm h  s  a (a là s  t  nhiên) c a s  h ng a.xệ ố ố ự ủ ố ạ 12 trong khai tri n đó.    ể

Bài 14: Trong khai tri n nh  th c:  ể ị ứ

n

xxx 











+

−
15
28

3  hãy tìm s  h ng không phố ạ ụ 

thu c vào x bi t r ng: ộ ế ằ 7921 =++ −− n
n

n
n

n
n CCC           

Bài15: Ch ng minh: ứ
144332111 3242322 −−−−− =+++++ nn

nn
n

n
n

n
n

n
n .nnC...C.C.CC        

Bài  16: Tìm  s  h ng  không  ch a  x  trong  khai  tri n  c a  bi u  th c:ố ạ ứ ể ủ ể ứ  

17
4 3

2

1






+ x

x
 x ≠  0       

Bài 17: Khai tri n nh  th c:ể ị ứ
nx

n
n

nxx
n
n

xnx

n

nx

n

nxx

CC...CC 











+












++












+












=












+

−−−−
−−

−−−−−
3

1

32
1

13

1

2
1

12
1

022
1

22222222  

Bi t r ng trong khai tri n đó ế ằ ể 13 5 nn CC =  và s  h ng th  t  b ng 20n, tìm n và x  ố ạ ứ ư ằ

Bài 18: Trong khai tri n: ể
21

3
3 





 +

a
b

b
a  Tìm s  h ng ch a a, b có s  mũ b ngố ạ ứ ố ằ  

nhau.
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B. BÀI T P T  LUY NẬ Ự Ệ

Bài 1. V i các ch  s  0,1,2,3,4,5, có th  l p đ c bào nhiêu s  có 5 ch  s  khácớ ữ ố ể ậ ượ ố ữ ố  
nhau?
Bài 2. Dùng 5 ch  s  2,3,4,6,8 đ  vi t thành s  g m 5 ch  s  khác nhau. H i:ữ ố ể ế ố ồ ữ ố ỏ

a. B t d u b i ch  s  2.ắ ầ ở ữ ố
b. B t đ u b i ch  s  36ắ ầ ở ữ ố
c. B t đ u b i ch  s  482ắ ầ ở ữ ố

Bài 3. Dùng 6 ch  s  1,2,3,4,5,6 đ  vi t thành s  t  nhiên g m 4 ch  s  khácữ ố ể ế ố ự ồ ữ ố  
nhau. H i:ỏ

a. Có bao nhiêu s  nh  v yố ư ậ
b. Có bao nhiêu s  b t đ u b i ch  s  1ố ắ ầ ở ữ ố

Bài 4. Cho 8 ch  s  0,1,2,3,4,5,6,7. H i có th  l p đ c bao nhiêu s  có 6 ch  sữ ố ỏ ể ậ ượ ố ữ ố 
khác nhau trong đó nh t thi t ph i có m t ch  s  4.ấ ế ả ặ ữ ố
Bài 5. V i các ch  s  0,1,2,3,4,5,6 có th  l p đ c bao nhiêu s  có 5 ch  s  khácớ ữ ố ể ậ ượ ố ữ ố  
nhau trong đó nh t thi t ph i có m t ch  s  5.ấ ế ả ặ ữ ố
Bài 6. T  các ch  s  1,2,3,4,5,6,7,8,9 thi t l p t t c  các s  có 9 ch  s  khác nhau.ừ ữ ố ế ậ ấ ả ố ữ ố  
H i trong các s  thi t l p đ c có bao nhiêu s  mà ch  s  9 đ ng chính gi a.ỏ ố ế ậ ượ ố ữ ố ứ ữ
Bài 7. Cho A = {0,1,2,3,4,5} có th  l p đ c bao nhiêu s  ch n, m i s  có 4 chể ậ ượ ố ẵ ỗ ố ữ 
s  khác nhau.ố
Bài 8. 

a. T  các ch  s  4,5,6,7 có th  l p đ c bao nhiêu s  có các ch  s  phânừ ữ ố ể ậ ượ ố ữ ố  
bi t.ệ

b. T  các ch  s  0,1,2,3,4,5 có th  l p đ c bao nhiêu s  ch n g m 5 ch  sừ ữ ố ể ậ ượ ố ẵ ồ ữ ố 
đôi m t khác nhau?ộ
Bài 9. Cho t p E = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}ậ
H i có bao nhiêu s  t  nhiên g m 5 ch  s  khác nhau chia h t cho 5?ỏ ố ự ồ ữ ố ế
Bài 10. M t t p th  g m 14 ng i g m 6 nam và 8 n , ng i ta mu n ch n 1 tộ ậ ể ồ ườ ồ ữ ườ ố ọ ổ 
công tác g m 6 ng i. ồ ườ Tìm s  cách ch n sao cho trong t  ph i có c  nam và n ?ố ọ ổ ả ả ữ
Bài 11. M t nhóm h c sinh g m 10 ng i, trong đó có 7 nam và 3 n . H i có baoộ ọ ồ ườ ữ ỏ  
nhiêu cách x p 10 hoc sinh trên thành 1 hàng d c sao cho 7 h c sinh nam ph i đ ngế ọ ọ ả ứ  
li n nhau?ề
Bài 12. Có m t h p đ ng 2 viên bi đ , 3 viên bi tr ng, 5 viên bi vàng. Chon ng uộ ộ ự ỏ ắ ẫ  
nhiên 4 viên bi l y t  h p đó.ấ ừ ộ
H i có bao nhiêu cách ch n đ  trong s  viên bi l y ra không đ  3 màu?ỏ ọ ể ố ấ ủ
Bài 13. M t l p có 20 h c sinh trong đó có 2 cán b  l p. H i có bao nhiêu cách cộ ớ ọ ộ ớ ỏ ử 
3 ng i đi d  h i ngh  sinh viên c a tr ng sao cho trong 3 ng i có ít nh t m tườ ự ộ ị ủ ườ ườ ấ ộ  
cán b  l p?ộ ớ
Bài 14.  M t đ i văn ngh  có 20 ng i trong đó có 10 nam và 10 n . H i có baoộ ộ ệ ườ ữ ỏ  
nhiêu cách ch n ra 5 ng i sao cho:ọ ườ

1. Có đúng 2 ng i nam trong 5 ng i đóườ ườ
2. Có ít nh t 2 nam và ít nh t 1 n  trong 5 ng i đóấ ấ ữ ườ

Bài 15. Có 5 nhà Toán h c nam, 3 nhà Toán h c n  và 4 nhà V t lý nam. L p m tọ ọ ữ ậ ậ ộ  
đoàn công tác c n có c  nam và n , c n có c  nhà Toán h c và nhà V t lý. H i cóầ ả ữ ầ ả ọ ậ ỏ  
bao nhiêu cách?
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Bài 16. M t l p h c có 30 h c sinh nam và 15 h c sinh n . Có 6 h c sinh đ cộ ớ ọ ọ ọ ữ ọ ượ  
ch  ra đ  l p m t t p ca. H i có bao nhiêu cách ch n khác nhau.ọ ể ậ ộ ố ỏ ọ

1. N u ph i có ít nh t 2 n .ế ả ấ ữ
2. N u ph i ch n tuỳ ý.ế ả ọ

Bài 17. M t t  h c sinh g m 7 nam và 4 n . Giáo viên mu n ch n 3 h c sinh x pộ ổ ọ ồ ữ ố ọ ọ ế  
vào bàn gh  c a l p, trong đó có ít nh t 1 nam. H i có bao nhiêu cách ch n?ế ủ ớ ấ ỏ ọ
Bài 18. Ch ng minh r ng:ứ ằ

.
Bài 19. Ch ng minh r ng:ứ ằ

Bài 20. V i n là s  nguyên d ng, ch ng minh h  th c sau:ớ ố ươ ứ ệ ứ

Bài 21. Ch ng minh r ng: ứ ằ

Bài 22. Tính t ng:ổ

Bài 23. Tính t ng:ổ

Bài 24. Ch ng minh r ng:ứ ằ

Bài 25. Cho n là m t s  nguyên d ng:ộ ố ươ

a. Tính : I = ∫ +
1

0

)1( dxx n

b. Tính t ng: ổ

Bài 26. Tìm s  nguyên d ng n sao cho:ố ươ

Bài 27. Tìm s  nguyên d ng n sao cho:ố ươ

Bài 28. Tìm s  t  nhiên n th o mãn đ ng th c sau:ố ự ả ẳ ứ

Bài 29. Tính t ng: ổ

,

bi t r ng, v i n là s  nguyên d ng:ế ằ ớ ố ươ

Bài 30. Tìm s  nguyên d ng n sao cho:ố ươ
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Bài 31. Tìm h  s  c a xệ ố ủ 8 trong khai tri n thành đa th c c a: ể ứ ủ

 
Bài 32.  G i aọ 3n - 3 là h  s  c a xệ ố ủ 3n - 3 trong khai tri n thanh đa th c c a:(xể ứ ủ 2 + 1)n(x + 2)n.

Tìm  n đ  aể 3n - 3 = 26n

Bài 33. Tìm h  s  c a s  h ng ch a xệ ố ủ ố ạ ứ 26 trong khai tri n nh  th c Newton c a ể ị ứ ủ
n

x
x






 + 7

4

1

Bi t r ng: ế ằ 12... 20

12

2

12

1

12 −=+++ +++
n

nnn CCC

Bài 34. Tìm các s  h ng không ch a x trong khai tri n nh  th c Newton c aố ạ ứ ể ị ứ ủ :

                  v i x > 0ớ
Bài 35. Tìm s  h ng th  7 trong khai tri n nh  th c:ố ạ ứ ể ị ứ

   ; 

Bài 36. Cho :

Sau khi khai triên và rút g n thì bi u th c A s  g m bao nhiêu s  h ng?ọ ể ứ ẽ ồ ố ạ

Bài 37. Tìm h  s  c a s  h ng ch a xệ ố ủ ố ạ ứ 8 trong khai tri n nh  th c Newton c a ể ị ứ ủ

, bi t r ng: ế ằ

Bài 38. khai tri n bi u th c (1 - 2x)ể ể ứ n ta đ c đa th c có d ng:ượ ứ ạ

.

T m h  s  c a ỡ ệ ố ủ , bi t aế o+a1+a2 = 71

Bài 39. Tìm h  s  c a  xệ ố ủ 5 trong khai tri n đa th c: ể ứ

Bài 40. Tìm s  h ng không ch a x trong khai tri n nh  th c ố ạ ứ ể ị ứ
n

x
x 





 +

3

2 1

Bi t r ng:   ế ằ  

Bài 41. Gi i các ph ng trình:ả ươ
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Bài 42. Gi i các h  ph ng trình:ả ệ ươ

Bài 43. Gi i các b t ph ng trình:ả ấ ươ
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CHUYÊN Đ  3. Ề PH NG PHÁP QUY N P TOÁN H CƯƠ Ạ Ọ

Bài 1. Ch ng minh r ngứ ằ

a) 1.2 + 2.5 + 3.8 + ... + n(3n - 1) = n2(n + 1)  v i n ớ ∈ N*

b) 3 + 9 + 27 + ... + 3n = 
1

2
(3n + 1 - 3) v i n ớ ∈ N*

c) 12 + 32 + 52 + ... + (2n - 1)2 = 
2(4 1)

3

n n −
   v i n ớ ∈ N*

d) 13 + 23 + 33 + ... + n3 = 
2 2( 1)

4

n n +
   v i n ớ ∈ N*

e) 12 + 22 + 32 + ... + n2 = 
( 1)(2 1)

6

n n n+ +
   v i n ớ ∈ N*

f) )1n(nn2642 +=++++   v i n ớ ∈ N*

g) 
2

)1n3(n
)2n3(741

−=−++++  v i n ớ ∈ N*

h) 2)1n(n)1n3(n7.24.1 +=++++     v i n ớ ∈ N*

i)
3

)2n)(1n(n
)1n(n4.33.22.1

++=+++++  v i n ớ ≥  2

k)
3

)1n2)(1n(n2
)n2(642 2222 ++=++++     v i n ớ ∈ N*

Bài 2. Ch ng minh r ng v i m i n ứ ằ ớ ọ ∈ N* ta có:

a) n3 + 2n chia h t cho 3ế

b) n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3 chia h t cho 9ế

c) n3 + 11n chia h t cho 6ế

d) 2n3 - 3n2
 + n chia h tế  cho 6

e) 4n + 15n - 1 chia h t cho 9ế

f) 32n + 1 + 2n + 2 chia h t cho 7ế

g) n7 - n chia h t cho 7ế

h) n3 + 3n2 + 5n chia h t cho 3ế

Bài 3. Ch ng minh các b t đ ng th c sauứ ấ ẳ ứ

a) 2n + 2 > 2n + 5 v i n ớ ∈ N*

b) 2n > 2n + 1 v i n ớ ∈ N*, n ≥  3

c) 3n > n2 + 4n + 5 v i n ớ ∈ N*, n ≥  3

d) 2n - 3 > 3n - 1 v i n ớ ≥  8
e) 3n - 1 > n(n + 2) v i n ớ ≥  4
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CHUYÊN Đ  4: DÃY SỀ Ố

D ng 1ạ . Xác đ nh m t s  s  h ng c a dãy s . Xác đ nh s  h ng t ng quátị ộ ố ố ạ ủ ố ị ố ạ ổ
Bài 1. Vi t 5 s  h ng đ u c a dãy s  sau:ế ố ạ ầ ủ ố

a) un = 
2n - 1

n - 1
 b) un = ( ) n

4

- 1

n

b) 
1 2

n n-1 n+1

u  = u  = 1

u  = u  + u





  (n > 2)  c) un = 
3n - 1

2n + 3

d) 

1
        khi n = 2k

n
n - 1

   khi n = 2k+1
n







 (v i k ớ ≥  1)  e)  u1 = 2; un + 1 = 
1

3
(un + 1)

g) un = cos
nπ

2
      h)  nsin

nπ

2
 + n2cos

nπ

2
Bài 2. Tìm s  h ng t ng quát c a dãy số ạ ổ ủ ố

a) (un): 1; 2; 4; 8; 16; …

b) (un): 
1 1 1 1

; ; ;
2 3 4 5

− − ; …

c) (un):  
1

n+1 n

u  = 3

u  = 2u





 (v i n ớ ≥  1)

d) (un): 
2 3 4

3 6 9 12
; ; ;

4 7 10 13
     − −          

; …

Bài 3. Cho dãy s  (uố n): u1 = 
1

3
, un+ 1 = 4un + 7  v i n ớ ≥  1

a) Tính u2, u3, u4, u5, u6 

b) Ch ng minh r ng: uứ ằ n =  
2n+12 7

3

−
  v i n ớ ≥  1

Bài 4. Cho dãy s  (uố n): u1 = 1; un + 1 = un + 7 v i ớ ≥  1
a) Tính u2, u3, u4, u5, u6

b) Ch ng minh r ng: uứ ằ n = 7n – 6
Bài 5. Cho (un): u1 = 2; un + 1 = 3un + 2n – 1

Ch ng minh r ng: uứ ằ n = 3n - n
D ng 2ạ . Xét tính đ n đi u c a m t dãy sơ ệ ủ ộ ố
Bài 6. Xét tính đ n đi u c a các dãy s  sauơ ệ ủ ố

a) un = 
n + 1

n
; b) un = 

2n + 1

n + 2
 c) un = 

n + 1

n - 2
 

d) un = 
2n

n + 1
e) un = 

n

n + 1

3

2
  f) un = 

n

2

3

n
 

g) un = 
23n  - 2n + 1

n + 1
  h) un = 

2

2

n  + n + 1

2n  + 1
D ng 4ạ . Xét tính b  ch n c a dãy sị ặ ủ ố
Bài 7. Xét tính b  ch n c a các dãy sị ặ ủ ố

a) un = 2n – 1     b) un = 
1

n(n + 1)
 c) un = 3.22n – 1 

d) un = 
2

2

3n 2

n  + 1

−
  e) un = 

n 7

2n + 3

−
 f) un = 

2

2

3n  3n + 8

n + n + 3

+

BÀI T P T  LUY NẬ Ự Ệ
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Bài 1. t m c c gi i h n sau:ỡ ỏ ớ ạ

1.
2 1

lim
1

n

n

+
+

2.
2

2

3 4 1
lim

2 3 7

n n

n n

− + +
− +

3.
3

3

4
lim

5 8

n

n n

+
+ +

4.
( ) ( )

( ) 3

2 1 3 2
lim

6 1

n n n

n

+ +

+

5. 2

1
lim

2

n

n

+
+

6. 2

4
lim

3 2

n

n n

+
− +

7.
( )

( ) 3

2 1
lim

6 1

n n

n

+

+

8.
3 2

lim
1

n

n

+
+

9.
( ) ( )

( )

2

3

2 1 3 2
lim

6 1

n n n

n

+ +

+

Bài 2. t m c c gi i h n sau:ỡ ỏ ớ ạ

1.
2 1

lim
2 3

n

n

+
+

2.
2 1

lim
2 2

n

n

+
+ +

3.
1

lim
1

n

n

+
+

4.
2

lim
1

n

n n

−
+ +

5.
3 3 2

lim
2

n n

n

+ +
+

  

6.
3 3

2

1 1
lim

3 2

n

n

+ −
+ −

7.
32 3

2

1
lim

1 3

n n n n

n n

+ + +
+ +

Bài 3. t m c c gi i h n sau: ỡ ỏ ớ ạ
1. ( )lim 1n n+ −

2. ( )2 2lim 5 1n n n n+ + − −

3. ( )2 2lim 3 2 1 3 4 8n n n n+ − − − +

4. ( )2lim 4n n n− −

5. ( )2lim 3n n− +

6. ( )lim 1n n+ +

7. ( )3 2 3lim n n n− +  

8. ( )3 3lim 1n n− +  

9.
3 3

2

1
lim

1

n n

n n

+ −
+ −

10. ( )3 3 2 2lim 3 1 4n n n n− + − +

Bài 4. t m c c gi i h n sau:ỡ ỏ ớ ạ

1.
1 4

lim
1 4

n

n

−
+

2.
1

2

3 4
lim

3 4

n n

n n

+

+

−
+

3.
3 4 5

lim
3 4 5

n n n

n n n

− +
+ −

4.
1

1

2 6 4
lim

3 6

n n n

n n

+

+

+ −
+

5.
2

2

3 4 1
lim

2n

n n

n

− + +

Bài 5. t m c c gi i h n sau:ỡ ỏ ớ ạ

1.
sin

lim
1

n

n

π
+ 2. 2

sin10 cos10
lim

2

n n

n n

+
+   

5. lim
1 1 1

 +  + ... 
n + 1 n + 2 n + n

 +  

Bài 6 t m c c gi i h n sau:ỡ ỏ ớ ạ

1. 2

1 3 5 ... (2 1)
lim

3 4

n

n

+ + + + +
+ 2. 2

1 2 3 ...
lim

3

n

n

+ + + +
−

3.  
2 2 2 21 2 3 ...

lim
( 1)( 2)

n

n n n

+ + + +
+ + 4. 

n
1 1

lim  - 
2 3n

 
  

 

6. 
n + sinn

lim
3n + 4

6.  
1 1 1

lim ...
1.3 3.5 (2 1)(2 1)n n

 
+ + + − + 
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CHUYÊN Đ  5 . Ề GI I H N C A HÀM SỚ Ạ Ủ Ố

Bài 1: Tìm các gi i h n sau (d ng ớ ạ ạ
0

0
):

1) 
2

2x 3

x 5x 6
lim

x 8x 15→

− +
− +

  2) 
2

21
x

2

8x 1
lim

6x 5x 1→

−
− +  

3) 
3 2

2x 3

x 4x 4x 3
lim

x 3x→

− + −
−

 4) 
4 3 2

4 3 2x 1

2x 6x 3x 1
lim

3x 8x 6x 1→

− + +
− + −

 

5) 
3

4x 1

x 3x 2
lim

x 4x 3→

− +
− +

 6) 
3 2

4 2x 2

x 2x 4x 8
lim

x 8x 16→

− − +
− +

7) 
3

5x 1

x 2x 1
lim

x 2x 1→

− −
− −

 8) 
( ) ( ) ( )

x 0

1 x 1 2x 1 3x 1
lim

x→

+ + + −
 

Bài 2. Tìm các gi i h n sau(d ng ớ ạ ạ
0

0
):

1) 
x 2

x 2
lim

3 x 7→

−
− +

 2) 
x 1

2x 7 3
lim

x 3 2→

+ −
+ −

 

3) 
2

x 0

1 x 1
lim

x→

+ − 4) 
2x 2

x 7 3
lim

x 4→

+ −
−

5) 
3

x 2

4x 2
lim

x 2→

−
−

 6) 
3 2

2x 0

1 x 1
lim

x→

+ −

7) 
( )

3 2 3

2x 1

x 2 x 1
lim

x 1→

− +
−

 8) 
3

x 0

x 1
lim

x 1→

−
−

 

9) 
x 2

x 2 x 7 5
lim

x 2→

+ + + −
−

10) 
3 3

x 0

1 x 1 x
lim

x→

+ − −
 

11) ( ) 2

2x 1

3x 2 4x x 2
lim

x 3x 2→

− − − −
− +

 12) 
x 1

2x 2 3x 1
lim

x 1→

+ − +
−

13) 
2 2

2x 3

x 2x 6 x 2x 6
lim

x 4x 3→

− + − + −
− +

 14) 
x 0

x 9 x 16 7
lim

x→

+ + + −
 

15) 
3 23

2x 1

x 2 x x 1
lim

x 1→

− + − +
−

Bài 3. Tìm các gi i h n(d ng ớ ạ ạ
0

0
):

1) 
3

2x 1

x 7 x 3
lim

x 3x 2→

+ − +
− +

 2) 
3

x 0

2 1 x 8 x
lim

x→

+ − −  

3) 
3

x 0

1 x 1 x
lim

x→

+ − − 4) 
3

2x 2

x 11 8x 43
lim

2x 3x 2→−

+ − +
+ −

 

5) 
3 23

x 1

7 x 3 x
lim

x 1→

+ − +
−

 6) 
23

x 1

x 7 5 x
lim

x 1→

+ − −
−
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7) 
3

x 0

1 4x 1 6x 1
lim

x→

+ + −
 8) 

3

2x 0

1 2x 1 3x
lim

x→

+ − +

Bài 4. Tìm các gi i h n (d ng ớ ạ ạ
∞
∞

):

1) 
3 2

4 3 2x

2x 3x 4x 1
lim

x 5x 2x x 3→−∞

− + −
− + − +

 2) 
2

2x

x x 1
lim

2x x 1→+∞

+ −
+ +

 

3) 
( ) ( )
( ) ( )

2 3

3 2x

2x 3 4x 7
lim

3x 1 10x 9→+∞

− +
+ +

 4) 
( ) ( )

( )

20 30

50x

2x 3 3x 2
lim

2x 1→−∞

− +
+

 

5) 
2

2x

x 2x 3x
lim

4x 1 x 2→−∞

+ +
+ − +

 6) 
x

5x 3 1 x
lim

1 x→−∞

+ −
−

Bài 5. Tìm các gi i h n (ớ ạ ∞ - ∞):

1) 
2 2

x
lim x x 1 x x 1
→−∞

 + + − − +   2) ( ) 2

x
lim 2x 5 4x 4x 1
→+∞

 − − − −   

3) 
x
lim x x x
→+∞

 + −   4) 
2

x
lim x 4x 9 2x
→−∞

 + +   

5) 
2 4 4

x
lim x 3x 5 3x 2

→∞
 + − −   6) 

2 4 4

x
lim x 3x 5 3x 2

→∞
 + − − 

7) 
3 3 2

x
lim x 2 x 1
→+∞

 + − +  8) 
2 33

x
lim x 4x 5 8x 1
→+∞

 + − − 
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CHUYÊN Đ  6. Đ O HÀMỀ Ạ

I. Tính đ o hàm b ng đ nh nghĩaạ ằ ị
Bài 1. Dùng đ nh nghĩa tính đ o hàm c a các hàm s  sau t i các đi m:ị ạ ủ ố ạ ể

1) f(x) = 2x2 + 3x + 1 t i x = 1ạ

2) f(x) = sinx t i x = ạ
π

6
3) f(x) = 2x - 1  t i x = 1ạ

4) f(x) = 
x

1 + x
 t i x = 0 ạ

5) f(x) = 2x  + 3 x - 1  t i x = 2ạ

6) f(x) = 

2 23 4x  + 8 - 8x  + 4
 khi x  0

x
0                                   khi x = 0


 ≠



 t i x = 0 ạ

7) f(x) =
2 1

x sin  khi x  0
x

0           khi x = 0 

 ≠



 t i x = 0 ạ

8) f(x) = 

1 - cosx
 khi x  0

x
0             khi x = 0 

 ≠



 t i x = 0 ạ

Bài 2. Dùng đ nh nghĩa tính đ o hàm c a các hàm s  sau:ị ạ ủ ố
1) y = 5x – 7 2) y = 3x2 – 4x + 9 

3) y = 3 x - 1  4) y = 
2x - 3

x + 4
5) y = x3 + 3x – 5 6) y = x  + x

II. Quan h  gi a tính liên t c và s  có đ o hàmệ ữ ụ ự ạ

Bài 3. Cho hàm s  f(x) = ố 2

1
xsin  khi x 0

x
0           khi x = 0

 ≠



  

Ch ng minh r ng hàm s  liên t c trên R nh ng không có đ o hàm t i x = 0.ứ ằ ố ụ ư ạ ạ

Bài 4. Cho hàm s  f(x) = ố 2

1
xcos  khi x 0

x
0           khi x = 0

 ≠



  

1) Ch ng minh r ng hàm s  liên t c trên R ứ ằ ố ụ
2) Hàm s  có đ o hàm t i x = 0 không? T i sao?.ố ạ ạ ạ

Bài 5. Cho hàm s  f(x) = ố
2ax  + bx    khi x 1

2x - 1        khi x < 1

 ≥



Tìm a, b đ  hàm s  có đ o hàm t i x = 1ể ố ạ ạ
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Bài 6. Cho hàm s  f(x) = ố
ax + b                khi x  0

cos2x - cos4x
   khi x < 0

x

≥




 

Tìm a, b đ  hàm s  có đ o hàm t i x = 0 ể ố ạ ạ

Bài 7. Cho hàm s  f(x) = ố
2x  + a          khi x  3

4x - 1           khi x > 3 

 ≤



 

Tìm a đ  hàm s  không có đ o hàm t i x = 3.ể ố ạ ạ

III. Tính đ o hàm b ng công th c:ạ ằ ứ
Bài 8. Tính đ o hàm c a các hàm s  sau:ạ ủ ố

1) y = 
1

3
x3 – 2x2 + 3x  2) y = - x4 + 2x2 + 3 

3) y = (x2 + 1)(3 – 2x2) 4) y = (x – 1)(x – 2)(x – 3)
5) y = (x2 + 3)5 6) y = x(x + 2)4 
7) y = 2x3 – 9x2 + 12x – 4  8) y = (x2 + 1)(x3 + 1)2(x4 + 1)3

Bài 9. Tính đ o hàm c a các hàm s  sauạ ủ ố  :

1) y = 
2

3

-x  + 2x + 3

2x −
 2) y = 

2-x  + 3x - 3

2( 1)x −
 

3) y = 
1 1

x + 
4 x

   4) y = 
1 1

x - 1 + 
2 x - 1

 

5) y = 
2x + 1

x + 1
 6) y = 

4

2 - x

7) y = 
2x - 3

x + 4
 8) y = 

2x  - 2x + 4

x - 2
Bài 10. Tính đ o hàm c a các hàm s  sau:ạ ủ ố

1) y = 
2

 + 5 x
x

 2) y = 
2

x x
3

 

3) y = (x – 2) 2x  + 1  4) y = x + 2  + 4 - x

5) y = 3 2x  - 2x + 1  6) y = x + 24 - x

7) y = 
2

x + 1

x  + 1
  8) y = 2x  + 1  + 21 - 2x

III. Vi t ph ng trình ti p tuy n c a d  th  t i m t đi mế ươ ế ế ủ ồ ị ạ ộ ể

Bài 11. Cho hàm s  y = ố
1

3
x3 – 2x2 + 3x    (C)

1) Vi t ph ng trình ti p tuy n ế ươ ế ế ∆ v i đ  th  (C) t i đi m có hoành đ  là x =ớ ồ ị ạ ể ộ  
2.

2) Ch ng minh r ng ứ ằ ∆ là ti p tuy n có h  s  góc nh  nh tế ế ệ ố ỏ ấ
Bài 12. Cho hàm s  y = -xố 3 + 3x + 1    (C) 

1) Vi t ph ng trình ti p tuy n ế ươ ế ế ∆ c a (C) t i đi m có hành đ  là x = 0ủ ạ ể ộ
2) Ch ng minh r ng ti p tuy n ứ ằ ế ế ∆ là ti p tuy n c a (C) có h  s  góc l n nh t.ế ế ủ ệ ố ớ ấ
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Bài 13. 
1) Vi t ph ng trình ti p tuy n v i đ  th  c a hs: y = xế ươ ế ế ớ ồ ị ủ 3 – 3x2 + 2 t i đi m (-ạ ể

1; -2)

2) Vi t ph ng trình ti p tuy n v i đ  th  c a hàm s  y =  ế ươ ế ế ớ ồ ị ủ ố
2x  + 4x + 5

2x +
 t iạ  

đi m có hoành đ  x = 0ể ộ
IV. Vi t ph ng trình ti p tuy n c a đ  th  (C) khi bi t h  s  góc k.ế ươ ế ế ủ ồ ị ế ệ ố
Bài 14.

1) Vi t ph ng trình ti p tuy n v i đ  th  c a hàm s  y = ế ươ ế ế ớ ồ ị ủ ố 2x + 1  bi t h  sế ệ ố 

góc c a ti p tuy n là ủ ế ế
1

3
.

2) Vi t ph ng trình ti p tuy n v i đ  th  c a hàm s  y = xế ươ ế ế ớ ồ ị ủ ố 2 – 2x = 3 bi t:ế
a) Ti p tuy n song song v i đ ng th ng 4x – 2y + 5 = 0 ế ế ớ ườ ẳ
b) Ti p tuy n vuông góc v i đ ng th ng x + 4y = 0ế ế ớ ườ ẳ

Bài 15. Cho hàm s  y = ố
3x - 2

x - 1
   (C)

Vi t ph ng trình ti p tuy n v i đ  th  (C) bi t:ế ươ ế ế ớ ồ ị ế
1) Hoành đ  c a ti p đi m là x = 0ộ ủ ế ể
2) Ti p tuy n song song v i đ ng th ng y = - x + 3ế ế ớ ườ ẳ
3) Ti p tuy n vuông góc v i đ ng th ng 4x – y + 10 = 0 ế ế ớ ườ ẳ

4) Bi t h  s  góc c a ti p tuy n là - ế ệ ố ủ ế ế
1

9
V. Vi t ph ng trình ti p tuy n đi qua m t đi m:ế ươ ế ế ộ ể
Bài 16. Cho hàm s  y = xố 3 – 3x2 + 2    (C) 

1) Vi t ph ng trình tiép tuy n c a (C) k  t  đi m A(0; 2)ế ươ ế ủ ẻ ừ ể
2) Tìm trên đ ng th ng y = 2 các đi m đ  t  đó có th  k  đ c 2 ti p tuy nườ ẳ ể ể ừ ể ẻ ượ ế ế  

vuông góc v i nhau.ớ
Bài 17. Vi t ph ng trình ti p tuy n v i đ  th  c a hàm s  y = f(x) bi t:ế ươ ế ế ớ ồ ị ủ ố ế

1) f(x) = 3x – 4x3 và ti p tuy n đi qua đi m A(1; 3)ế ế ể

2) f(x) = 
1

2
x4 – 3x2 + 

3

2
 và ti p tuy n đi qua đi m B(0; ế ế ể

3

2
)

3) f(x) = x + 
1

x - 1
 và ti p tuy n di qua đi m C(0; 1)ế ế ể

Bài 18. 

1) Cho hàm s  y = x +  ố
1

x + 1
 (C). Ch ng minh r ng qua đi m A(1; -1) kứ ằ ể ẻ 

đ c hai ti p tuy n t i đ  th  và hai ti p tuy n đó vuông góc v i nhau.ượ ế ế ớ ồ ị ế ế ớ

2) Tìm m đ  t  M(m; 0) k  đ c hai ti p tuy n v i đ  th  hàm s  y = ể ừ ẻ ượ ế ế ớ ồ ị ố
x + 2

x - 1
 

sao cho hai ti p đi m n m v  hai phía c a tr c Ox.ế ể ằ ề ủ ụ
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